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RESUMEN

Normalmente la demostracién de un problema matemdtico abierto no supone
metaféricamente hablando el cierre de una puerta, sino el nacimiento de nuevas teorfas
y campos en los que investigar. El problema de Basilea significé no sélo un trampolin
en la carrera de un joven Leonhard Euler, sino el germen de una de las herramientas
fundamentales en Teorfa de Nimeros como es la Funcién Zeta.
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1. ORIGEN HISTORICO DEL PROBLEMA

El nombre del problema proviene de la ciudad natal de Leonhard Euler (1707-
1783) y de quizds una de las familias de matemdticos mds notables de la historia, Los
Bernoulli, y consiste bdsicamente en hallar la suma infinita de los reciprocos de los cua-
drados de los ndmeros naturales, esto es:
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Con anterioridad al propio Euler, el problema habia sido planteado por primera
vez en 1644 en la obra “Novae Quadraturae Arithmeticae” de Pietro Mengoli (1625-
1686), alumno aventajado de Bonaventura Cavalieri (1598-1647), prior de la iglesia
de Santa Marfa Magdalena de Bolonia y sustituto de su maestro como profesor en la
Universidad de Bolonia. La obra anteriormente descrita estd formada por tres libros, y
en el primero Mengoli demostré la convergencia e incluso calculé la suma de la serie

— 1
; n(n+1)

que desde entonces es conocida como serie de Mengoli*. La serie de Mengoli constituye
un ejemplo cldsico de la serie telescopica.

Planteado el reto por MENGoLI, muchos fueron los matemdticos que posterior-
mente intentarfan sin éxito encontrar la solucién a dicho problema. Uno de los prime-
ros que lo abordé fue el britdnico Joun WatLis (1616-1703), que en su obra Arithme-
tica Infinitorum” (1655) aproximé el valor de dicha serie a 1,645 cometiendo un error
menor que una milésima, lo que con la notacién moderna supondria tener que evaluar
1.071 términos de esta serie.

Gorrrriep W. Lemeniz (1646-1716), coinventor del Cilculo junto a Isaac
NEewTON (1643-1727), conocié el Problema de Basilea en 1673, cuando el por enton-
ces primer secretario de la Roya Society of London, HeEnry OLDENBURG (1616-1716)
se lo propuso en una de sus comunicaciones por carta. Una vez LEiBN1Z se familiarizd
con el problema, no era de extranar que Los BErNoULLI también se interesaran por
él, en tanto en cuanto LEIBNIZ era mentor de varios miembros de dicha familia. En
1689, JakoB BernouLLI (1645-1705), hermano del maestro y mentor de Euler, Jo-
HANN BERNOULLI (1667-1748), a pesar de no hallar la anhelada suma de los infinitos
términos de la serie, consigui6 revelar y publicar dos resultados sobre dicha serie a to-
das luces fundamentales2. El primero es que se trataba de una serie convergente (aun-
que lo hacfa muy lentamente) ya que todas las series de tipo

! Se demuestra que:

i 1 7%(1 1)7(1 1>+(1 1)+ +(1 1)
mnn+1) o \n n+l 2 2 3 kE k+1
ik
=1——— —1, cuando k = c©
k+1

Como curiosidad MenGoL1 denominé a los nimeros de la forma (74 1) con z1 ¥ , ntmeros planos,
para diferenciarlos de los ntimeros de la forma 7(7+ 1)(n+ 2) que estudia en el 2° libro de dicha obra y que
denomina niimeros sélidos.

2 Parece ser muy probable que EULER conociera el problema a través de Jakos BERNOULLLL
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=l =1
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con k2 2 cumplen que

ademds como el n-ésimo nimero triangular es menor que el n-éimo reciproco
cuadrado, si se invierten se tendrd que

1 1
S < =
a5
por lo tanto se puede concluir que la serie estd acotada por 2. El criterio de conver-
gencia que hoy dia resulta fundamental y es lo primero que se busca en una serie, no
era por entonces tenido demasiado en cuenta con el mismo rigor con el que ahora se
busca, ya que durante aquellos afios los matemdticos lejos de proporcionar una demos-
tracién impecable, estaban mucho més interesados en demostrar resultados.

Los estudios de Jakob Bernoulli para encontrar la solucién analitica del problema
desembocaron en un segundo resultado detallado a continuacién. Partiendo de la serie
original

=il 1 1 1 1
Lp=ltptEtEtat

multiplicé ambos miembros por 2% obteniendo
1 1 1 1 1 1 1
222:”2: <1+2 +3_2+E+5_2+"'> <22+—+62+~-~>

es decir la suma de los términos pares de dicha serie. Restando estos a la serie original
resulta que la suma de los términos impares serd por lo tanto:

11 1 =N 1 < 1 1\ o 1
1 —_— . — —_—— — _——= 1—— —_——=
22PN
DY Zﬁ

n=1

Previa a la irrupcién de la figura de EULER, el problema experimenta varios inten-
tos infructuosos de ser demostrado. Sin embargo comienza una carrera vertiginosa por
alzarse con el honor de dar el mayor niimero de cifras exactas. Ha de considerarse que
la convergencia de la serie es extremadamente lenta, recuerde el lector que se necesita-
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rfan 1.071 términos para dar una precisién de tan sélo tres cifras decimales. En 1721,
en una carta de JOHANN a su hijo DanieL BErnoutLr (1700-1782), éste especifica que
el resultado de la suma se encuentra en torno al valor £. En 1729 Crristian GoL-
DBACH (1690-1764), con el que el propio EULER mantuvo durante toda su vida un in-
tercambio de una muy productiva correspondencia, acoté la solucién entre 5 y 2,y

en 1730 James STIRLING (1692-1770) en su libro “Methodus Differentialis”, da la cifra
1,64493400606, correcta hasta la novena cifra decimal.

2. LOS PRIMEROS INTENTOS DE EULER

En 1731, irrumpe en el contexto del problema la figura de un jovencisimo EuLER.
En su articulo “De summatione innumerabilium progressionum”, publicado en 1738,
utiliza un método completamente vanguardista para aproximar la serie. EULER parte de
la serie de potencias

logl—2)=—2—————--- @)

En la expresién divide ambos términos entre - x e integra entre 0 y 5 . El término
de la derecha resulta

1 [N R | 1 1 1
1+ 4+ 4 4 dp ==+ 2 o2
/0 < +2+3+4+ ) L 2+4+ +n2+ 3)

En el término de la izquierda de la expresién hace la sustitucién y = 1 - x obtenien-

do
i . 1
/2 _log(1 —2) dp = / log(y) dy
0 x 11—y

y observando que

se obtiene
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Integrando por parte se tiene?

0 1 00 ynJrl yn+1
& = 1 s
S [ vioswan =3 (yent) -~ gy )|

Agrupando nuevamente, se llega a que

1
o0 1 00 n+1 oo n+1
n Y Y
S| ytlogly) dy = <log(y) [ - [Z 5 >
n:O‘/% n=0n+ 1 n=0 (ﬂ+ 1) %
Pudiendo sustituir la serie de potencias
oo n+1
Y
= —log(l —
Dy og(1 —y)

resultando

Z/y log(y (
S 1 L2
= log(1) log(0 Z _§+Z ...+ﬁ+... )

_|_

EULER iguala los términos de la derecha de las expresiones (3) y (4) despreciando el
producto log(1) log(0). De este modo llega a que

Z 2N log™(2) + Z L2ok—1 )
n=1 k=1

El procedimiento utilizado por EULER, aunque poco riguroso (utiliza la integraciéon
de la serie término a término, no considera el producto log(1) log(0), etc), solventa de
forma eficiente la baja velocidad de convergencia de la serie (1). Gracias a las poten-
cias cuadréticas del numerador, los términos de la nueva serie que ha obtenido decaen
mucho mds rdpido, y en consecuencia la convergencia de la misma mejora ostensi-
blemente. Ademds, EULER conocia el valor de log(2) con una gran cantidad de cifras
decimales, consiguiendo de este modo una aproximacion de la serie al valor 1,644934,

n+1
"u=log(y); du = %; dv = y"dy; v = L

Jv-du
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que es correcta en las seis primeras cifras decimales Ginicamente con la suma de catorce
términos de la nueva serie.

3. LA DEMOSTRACION DE EULER

A pesar de que EuLER habia conseguido con la expresién un método bastante
rdpido de realizar una estimacién muy buena de , sin embargo se desconocia su valor
real que era el principal objetivo. No obstante, en 1734 sucedié el desenlace esperado
y EULER anunciaba la demostracién del resultado definitivo, presentdndolo originaria-
mente en la Academia de San Petesburgo y varios afios después publicado. Se trataba
de una demostracién que ponia de manifiesto la gran intuicién del joven EULER, aun-
que sin resultar demasiado rigurosa para los estdndares de nuestros dias. Gracias a la
aparicion y al desarrollo del estudio de la teorfa de las funciones analiticas en variable
compleja en el siglo XIX, fundamentalmente gracias a los trabajos de Augustin Louts
Caucny (1789-1857) y KarL WeIERsTRASS (1815-1897) sobre factorizacién infinita
de dichas funciones, esta demostracién puede combinarse perfectamente con dichos
logros y considerarse por lo tanto completamente vélida y rigurosa. El lector debe te-
ner presente por lo tanto que EULER no pudo contar en sus investigaciones con multi-
tud de herramientas analiticas surgidas posteriormente. Sin embargo su gran intuicién
mostraba por primera vez la intima relacién entre un concepto analitico como eran las
series, con un concepto puramente geométrico como era la aparicién de =.

INTRODUCTIO
IN ANALYSIN
INFINITORUM
AUCTORE

LEONHARDO EULERO,
Proffore Regin Ranoviwexst, ¢ Aadomic I

perials Scientiarmm TXTXOTOLITANA
Sucis.

TOMUS PRIMUS

e iy s

Cogude

LAUSANNGA,
Arst Manéux-Micuasten Bossquet & Sedos

Wocexivint

Figura 1. LEONHARD EULER y portada de “Introductio in Analysin Infinitorum”.

La ingeniosa solucién a la que EULER acaba por llegar, hacia uso fundamental de las propiedades de la
funcién trigonométrica seno. Dicha funcién admite una interpretacién geométrica como muestra la figura
2. Como puede observarse, dado un nimero real x, se representa el punto P situado sobre la circunferencia
de radio unitario a un dngulo x (medido en radianes), y se traza el tridngulo rectdngulo que se obtiene pro-
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yectando al punto P sobre el ¢je de abcisas. Resulta en este caso que sen x es la longitud del cateto opuesto
al dngulo, (con signo negativo si se encuentra en el semiplano inferior). Como los catetos son siempre mds

cortos que la hipotenusa, el seno de un dngulo estd siempre acotado entre —1y 1.

Ty

ME

Figura 2. Interpretacion geométrica de la funcién seno.

Gracias a la interpretacién geométrica de la figura 2, puede observarse que la fun-
cién seno es periédica, puesto que un dngulo de 27 radianes (o bien 360°) corresponde
a un giro completo en la circunferencia unitaria, por lo tanto el valor de la funcién
seno no sufte variacién si le sumamos o restamos multiplos de 27, y ademds el valor del
seno coincide si sumamos o restamos multiplos de 7, por lo que se puede afirmar que:

senz = sen(z + m) = sen(x — m) = sen(x + 27) = sen(z — 27) = - -

Para deducir los valores para los que la funcién seno se anula, se puede suponer que
x estd comprendido entre 0 y 7, ya que en ese caso el punto P se encuentra en el ¢je de
abcisas. Por lo tanto por la propiedad de la periocidad de la funcién seno, los ceros de
la misma son los multiplos de =, es decir, los puntos de la forma kn con £ € Z.

En el caso particular de la funcién seno, ésta toma infinitas veces el mismo valor,
por lo tanto no puede considerarse un polinomio en el sentido estricto de la palabra.
Sin embargo el método ingenioso de EULER consiste en imaginar dicha funcién como
un “polinomio infinito”, del que conocfa su desarrollo en serie segtin la férmula de
Taylor:

Cn+D!® T T e T T ©)
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En general si a, a, .., a son las raices de un polinomio Q(x) de grado # cuyo
término independiente vale 1 (es decir, Q(0)=1), entonces Q se puede factorizar como

Qz) = (z —ai)(z —az) - (z —an) %
Ademds, si todas las raices son distintas de cero, multiplicando y dividiendo por

Q(0) = (-1)"a1a2---an

se puede reescribir la expresién como

Q) = Q(0) (1_51) (1_%)(1_£>

EuLER extendié dicho razonamiento imaginando un “polinomio infinito” con “in-
finitas” raices. Sin embargo como cero es precisamente una de las raices de la funcién
sen x, EULER dividié la expresién por x obteniendo:

=D )
2n+1)!

6 oo
— e - 2n =
=1- + '—7!+~~—ch$ con ¢, =
n=0

que puede comprobarse no se anula en cero (de hecho, vale 1), pero que, excep-
tuando dicho valor, tiene las mismas raices que la funcién seno (todos los multiplos no
nulos de w). Euler expresé (8) como producto infinito, obteniendo

(-9 (D) (-2 (1 2) (-5 (14 5) -

2 2
(-5 R -

o0
z? x? x? zt x* x* -
=l-=- 22—22+24+24+224~-~:anx
s 2%m 34 227 34T 2234m =
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donde bo=1
1 1
by =—— —
2 2
T L= n
1 & 1
by = — E —
2T nns
1<ni<n2

P\ w2 nams e

1<n;<ng<---<ng

En este punto, EULER recibié bastantes criticas por la falta de rigor que para mu-
chos existia en su metodologia expuesta hasta este punto. Precisamente uno de los mds
criticos fue JoHANN BERNOULLI, quien le recomendaba que por lo menos demostrase
que las raices especificadas en el producto infinito anteriormente expuesto eran las tini-
cas raices del seno. Como contraejemplo al razonamiento de EULER, la funcién

senxr
e%

X

tiene las mismas raices y sin embargo la expresién como producto infinito es diferente.
A estas criticas EULER respondié afirmando que los valores aproximados que él obtenia

eran parecidos a %

Para entonces Euler disponia entonces de dos expresiones diferentes para la misma
funcién, por lo que podia desarrollar el producto e igualar los coeficientes de los térmi-
nos del mismo grado. Fijéndose en el coeficiente de x?, para su cdlculo el tnico modo
de obtener un multiplo de x*al deshacer el paréntesis en es elegir el términonfz—ﬁzen uno
de los factores y 1 en todos los demds. Por lo tanto, el valor del coeficiente resulta:

- 1 1 1 1
61—_F ﬁ+2—2+3—2+"'

Este coeficiente debia coincidir con el coeficiente de la serie original, es decir
¢,=- 3= - +. El lector podrd imaginar la euforia que debi6 sentir EULER en este
momento que lo Gnico que debia hacer era igualar dichos coeficientes y obtener el es-
quivo resultado durante mds de 80 afios:

11 1+1+1+
6 w2 \12 22 32
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la solucién al Problema de Basilea resultaba:
o0
ok
= =—
n 6
n=1
Aunque el resultado obtenido es completamente correcto, EULER recibié numero-
sas criticas por la falta de rigor en su exposicién. En el trabajo de EULER no se justifi-
caba que se pudiera tratar la funcién seno como un polinomio. De hecho, no es cierto
que cualquier serie de potencias admita una factorizacién de este tipo. Sin embargo,
gracias a investigaciones del francés JacQues HapaMARD (1865-1963), se sabe que se
necesita una hipétesis relativa al crecimiento de la funcién cuando x tiende a infinito.
En este sentido EULER tuvo mucha suerte o quizds gozaba de una clarividencia que le
permitié dar un paso hacia delante en su demostracién ya que en el caso de la funcién

sen x
x

el condicionante descrito se cumple. Uno de los campos en los que HApAMARD
trabajé, se centrd en las funciones analiticas que tienen singularidades en el plano fi-
nito. Trabajé en el campo de las funciones enteras4, como por ejemplo las funciones
expresadas en series de potencias que convergen en todos los valores de x.

Cualquier polinomio P(x) es obviamente una funcién entera. Si es ménico (es de-
cir, P(0) = 0), el polinomio puede ser expresado de la forma

x x x
Plz)y=PO){1——}[1-——]) - [1——
(z) = P(0) o o -
donde 4, a,, ..., a,son las raices del polinomio P(x). Por analogfa, el problema de la

factorizacién de las funciones enteras consiste fundamentalmente en su reconstruccién
a partir de sus raices. Puede ocurrir que una funcién entera tenga raices o ceros (p. ¢j.
"), o un nimero finito (p. ¢j. P(x)¢*), 0 un nimero infinito.

El alemdn Karr WEIRsTRASS (1815-1897), a la sazén una de las fuentes en las que
bebié HADAMARD, habia demostrado afios antes un resultado crucial con su Teorema de
Factorizacidn. Dicho teorema (denominado en ocasiones Teorema del producto/factor)
establece que toda funcién entera ¢ (2) (analitica en todo el plano complejo) posee una
factorizacién infinita de la forma

p(z) =2mes I (1 _ i) Pu(?)

w

# Las funciones holomorfas se definen sobre un subconjunto abierto del plano complejo Cy con valores en
C, que ademds son complejo-diferenciables en cada punto. Esta condicién es mucho mds fuerte que la di-
ferenciabilidad en caso real e implica que la funcién es infinitamente diferenciable y que puede ser descrita
mediante su serie de Taylor. El término funcién analitica se usa a menudo en vez del de “funcién holomorfa”,
especialmente para cuando se trata de la restriccidn a los niimeros reales de una funcién holomorfa. Una
funcién que sea holomorfa sobre todo el plano complejo se denomina funcién entera. Cuando se dice que una
funcién es “holomorfa en un punto 4” significa que no sélo es diferenciable en 4, sino que es diferenciable en
todo un disco abierto centrado en 4, en el plano complejo.
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siendo dicha factorizacién no tnica, y donde 7 = 0 es la multiplicidad de la raiz 0,
mientras que w varia sobre las demds raices de ¢ (incluyendo multiplicidad), las fun-
ciones p_ (z), una para cada raiz w, son ciertos polinomios (aproximaciones de Taylor
a la funcién - log (1 - % ), y g (2) es también entera. HADAMARD estudi6 las funciones
de genero finito 4, que se pueden caracterizar como aquéllas paras las cuales g y todos
los polinomios p  tienen grado < 4. En el caso particular de f(&)=*"%; se cumple que
es entera y par (ademds sin rafz en 0, por lo que 72 = 0), se tiene ¢ (2)= f (Vz) es entera
con raices ( 7)* paran < 1.

Algunos pudieran pensar que EULER tuvo mucha suerte en su demostracién, otros
que la intuicién de este genio se adelanté a su tiempo, siendo capaz de vislumbrar un
resultado fundamental en la historia de la matemdtica. La enorme “fortuna” de EULER
consistié en que ¢ es una funcién de género cero, un hecho desde luego nada trivial a
priori, por lo que gy los p_son polinomios de grado cero, asi que p es idénticamente
cero para cada w = (n 7)?, 7 < 1 mientras que el factor constante ¢ £ satisface 1 = ¢(0)
=¢¢" = ¢, de forma que en el producto de Weierstrass todo factor es 1 a excepcién

de (1 -% ) paracadaw = (,n<1.

4. EXTENSIONES AL PROBLEMA

El resultado de Euler consideraba el coeficiente que multiplica a x* en el produc-
to infinito, pero se puede hacer lo mismo para el resto de potencias. En particular el
problema de Basilea se resuelve como la identidad ¢, = 4,, coeficientes definidos en las
ecuaciones y , pero del mismo modo se pueden obtener identidades generalizadas ¢,
= bn, para todo 7 < 1. Si se considera el cdlculo del término en x* equivale a elegir dos

factores (distintos) de la forma X y tomar el resto igual a 1. Se obtiene en ese caso
2
nn

1 1
ond Z m2n2

donde la suma se realiza sobre los pares de nimeros naturales (7, 7 2) 1 con m = n.
Otra manera de expresar dicha suma se basa en considerar en primer lugar todos los
pares de nimeros naturales y restar a continuacion aquellos en los cuales 72 = 7. De
este modo se puede utilizar la solucién al Problema de Basilea para simplificar la ex-
presion:

=1 =1 — =1 M &1
ZanQZ ZW Zﬁ _ZH:%_ZH
m,n>1 m=1 n=1 n=1 n=1

m#n
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1 1
Si se divide por 27*y se iguala el coeficiente ¢, = Prinires del desarrollo en serie,
se ve que 5t 120
nt 90
n=1

En general, dado £ = 2, con k e Z se designa por ¢ (k) a la suma de los reciprocos
de orden # de los ntimeros naturales, que siempre resulta convergente:

=1
C(k) _ Z n_k (10)
n=1

Para cuando EULER habia resuelto el problema de Basilea, JakoB BErnouLLI habia
fallecido hacia 29 anos. De hecho su hermano JoHaN, que sabia que Jakos habia sido
el que més en profundidad habia trabajado en este problema manifestaba en una co-
municacion a EULER:

“De este modo el deseo mds ferviente de mi hermano se ha cumplido... [Si estuviera
aquil”

En contraposicién a las acusaciones sufridas por su falta de rigurosidad, la segu-
ridad, clarividencia e intuicién con la que EULER contaba estaban al alcance de muy
pocos elegidos y confiaba con fe ciega en que el resultado al que habia llegado era el
correcto. Por ello continué trabajando en nuevas demostraciones que hicieran de su
demostracién una verdad incuestionable.

Entre 1734 y 1748 EULER trabajé de forma incansable intentando depurar los re-
sultados a los que habia llegado. Fruto de sus investigaciones y siguiente la notacién
utilizada en , EULER fue capaz de calcular todos los valores ¢ (27) paran = 1, 2, 3,...,
obteniendo los desarrollos siguientes:

2

= 2
meotmar =1+ G

n (271.)271 BQ" :CQn

Teot T = 1+§:(—1) o),

n=1
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donde B,, son los denominados nsimeros de Bernoull® que resultan ser nimeros racio-

nales definidos por la funcidn generatriz G(x):

G(z) = —2 —iB C R S < O IS . i [] <2
T w1 " T T2 nl 28 i

n=0

Se puede ver que

2—n2  n2 1_22 p2

222 222 1 202 & <x2)k
n2 k=0

n2

Por lo que identificando coeficientes, se obtiene la siguiente identidad

T 2k
(K =3 o = (115 o B

oo
n—=
Por ejemplo

6 8 10

T T ™
4(6):%; C(8):m§ ((10)=M;

Todos los estudios sobre el problema de Basilea realizados por EULER culminaron
en su obra “Introductio in Analysin Infinitorum” publicada en 1748. En la Proposicién
168 del Capitulo X del Tomo Primero de dicha obra, un pletérico EULER expresaba de
forma particular su més que justificado gozo:

“He encontrado ahora y contra todo prondstico una expresion elegante para la suma de
la serie que depende de la cuadratura del circulo ... He encontrado que seis veces la suma de
esta serie es igual al cuadrado de la longitud de la circunferencia cuyo didmetro es 1. Se hace
patente asi que de todas las series infinitas contenidas en la forma general

1 1 1 1 "
+ on + 3 + T + etc.,
que, cada vez que n fuere niimero par, se podrian expresar mediante la periferia del circulo
7i; en efecto, la suma de la serie mantendrd siempre una proporcién racional con w. Para que

> Sabiendo que B = 1, el resto de niimeros se calcula de forma recursiva mediante la siguiente expresion:
k—1

Bo=-> (Dt

i=0
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se perciba mds claramente su valor, adjunto aqui varias sumas de tales series expresadas de
manera mds cémoda.”

En general {(27) para n = 1, 2, 3,... es un multiplo racional de 7"2. Una conse-
cuencia que se deduce de este resultado es que, todos los nimeros de la forma §(2n)
son transcendentes, ya que si alguno verificase una ecuacién polinomial con coeficientes
enteros, entonces se deducirfa que 7 también satisface una ecuacién de este tipo, lo

cual no es posible puesto que el francés Josepn LiouviLLe (1809-1882) demostrd en
1844 la trascendencia de dicha constante.

5....;Y POR FIN UNA DEMOSTRACION DEFINITIVA!

Lejos de abandonar el problema, Euler continué trabajando con la firme intencién
de encontrar una demostracién a todas luces incontestable. Para ello Euler necesité de
tres premisas fundamentales:

Demostrar la igualdad

> Tarcsent

1
—(arcsenx = ——
2( ) 0o V1—1t2

la cual se resuelve mediante el cambio de variable # = arcsen ¢ .

dt

Realizar el desarrollo en serie de la funcién arc sen x. Para ello

x 1 * ]
arcsenx = —dt = 1—t?)"2dt
| == [ a-9

sustituyendo el integrando por su serie binomial e integrando término a término se

obtiene
arcsenz:/o (1+%t2+2;32!t4+123?_)3?t6+12i.i!7t8+...>dt:
L I EL LB 185 7 1857 @
2 3 2 5 246 7 2:4-6-8 9 0
1@ 1805 135 o7 1357 2
2 3 24 5 246 7 2-4-6-8 9

Demostrar la relacién

1 2 1 n
i n+1 t
/ dt paran > 1
0

dt =
0o V1—1t2 n+ 2 V1-—1t2
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t'n,-i-Q

1
El término de la izquierda de la igualdad anterior J = /0 V12 2, >

se resuelve mediante integracién por partes haciendo # = 'y

dv =

L, para obtener
Vi- ¢

1
J = (¢t 1—t2)‘0 n+1/t”\/1—tzdt
0
t”(l—t2) /
=04+ (n+1 (n+1) n+1)J
( )() m \/— ( )

Resultando

1 m
(n+2)J:(n+1)/O s

obteniendo el resultado que buscaba.

Con estos mimbres EULER comenzé a elaborar la demostracién definitiva. Inicial-
mente hizo x = 1 en la premisa A., obteniendo:

72 1 5 Larcsent
:—arcsenlzz/ —dt
8 2( ) 0 ’/1—t2

A continuacién sustituyé arc sen 7 por su desarrollo en serie obtenido en la premisa
B., e integré término a término:

1 1
— = 7dt+—/ /
8 /0 V1—t2 2-3Jo \/1—t2 T2 15 \/1—t2
1-3-5

dt
2-4.6.7/0 ice "

Sabiendo que / ——— =1, EuLEr calcul$ las otras integrales utilizando la
premisa C.: 0o V1-t?
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™ _ 2 3 2 4 1-3-5 [2 4 6 B
e 23[3} 245{§'€]+2-4-6-7{§'5'?]+"_
:1+5+i+—+
9 25 " 49

expresion en la que tnicamente aparecen la suma de la serie de los reciprocos de los
cuadrados de los nimeros impares.

Para llegar al resultado esperado, EULER separé por un lado la suma de los términos
impares y por otro la de los pares, resultando

1 111
z::n_:<1+32+52+ﬁ+ )JF(?JFEJF@JF"'):

11 1 1 11 1
S R S R R et

esto ¢s,

n=1
EULER despejé y llegé al resultado esperado
31 2 = 1 2
— —_— — # _— = —
4 nZ:; n? 8 nz::l n? 6

Esta segunda demostracion no por ser mds rigurosa deja de ser igualmente tan ge-
nial como la primera. Euler aplicé este resultado en campos muy dispares. Llegé a afir-
mar, que su ‘principal uso” era ‘el cdlculo de los logaritmos”. EULER encontré un método
eficaz de calcular logaritmos de senos, y declaraba:

“... con estas formulas, podemos encontrar tanto el logaritmo natural como el neperiano
del seno y del coseno de cualquier dngulo, incluso sin conocer los senos y cosenos.”

6. EL NACIMIENTO DE LA FUNCION ZETA

Si juzgdsemos la importancia de un resultado o de una demostracién por la can-
tidad de literatura que se ha escrito en torno a ella o la cantidad de obras derivadas
posteriores que se han publicado, sin duda el Problema de Basilea debe ser uno de los
problemas con mayusculas de la historia de las matemdticas.
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Todos las investigaciones de EULER desembocaron un siglo mds tarde en los traba-
jos del alemdn BERNHARD RIEMANN (1826-1866). RiEMANN publicé en la Academia
de Berlin en noviembre de 1859 su genial articulo “Uber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grosse” (puede traducirse como “Sobre la cuantia de niimeros pri-
mos menores que una cantidad dada’), significando un antes y un después en el desa-
rrollo de las matemdticas. A pesar de lo escueto de dicha publicacién, la cual alcanzaba
tan sélo la cantidad de seis pdginas, nunca una relacién calidad de resultados frente a
cantidad de pdginas publicadas pudo haber sido mds notable en la historia de las ma-
temdticas y las ciencias. RIEMANN presenta y estudia las propiedades de lo que pronto
pasarfa a denominarse Funcidn Zeta de Riemann.

Lt
iy o s it A
% et o 3 Srian 4ol

Figura 3. BERNHARD RIEMANN y portada del manuscrito

“Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse”

A diferencia de , s no tiene por qué ser un niimero natural, sino que puede tomar
cualquier valor complejo cuya parte real sea estrictamente mayor que 1 (condicién
necesaria para que la serie converja y la funcién zeta sea analitica en esta regién6). De
forma paraddjica, el hecho de que la variable pueda tomar cualquier valor complejo
permite usar la funcién zeta de Riemann con la finalidad de predecir fenémenos rela-

¢ RIEMANN observé que la funcién zeta puede extenderse de forma tinica mediante continuacién analitica
a una funcién meromorfa en todo el plano complejo con un tnico polo en s = 1. Esta es la funcién que se
considera en la hipdtesis de Riemann (uno de los problemas atin sin resolver mds famosos de las matemdricas).
Para los complejos con Re (s) < 1, los valores de la funcién deben ser calculados mediante su ecuacién
funcional, obtenida a partir de la continuacién analitica de la funcién.
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cionados con la distribucién de los nimeros primos, hecho este un tanto sorprendente
puesto que en la definicién de & (s) intervienen todos los nimeros naturales.

Los trabajos de EULER ponen precisamente de manifiesto el origen de la relacién de
la funcién zeta con los niimeros primos a través de la llamada férmula de Euler:

o0

Y= 11 —
— = )
n’ =

n=1 p primo p*

(11)

donde se puede identificar ¢ (s) con un producto infinito indexado por los niimeros
primos. Para demostrar , si z es un ndmero complejo de médulo estrictamente menor
que 1, entonces la serie geométrica de razén z es convergente y su suma vale

1

=1l4z24+224+234---
1-=2

De este modo, cada factor del producto de se puede expresar por su desarrollo

1 11 1
=1+ —+ 5+

1-— L ps | p2s F"'

Y expresar igualmente el término de la derecha de la férmula de Euler como

H-;L- 14 o4 ot SR
= 2 122" 23 332" 3

p primo B
1414+ =+ 1+24= 444
5 52 53 D p2 p3

Desarrollando los paréntesis, se obtienen los inversos de todos los posibles produc-
tos finitos de nimeros primos. Como la descomposicién en factores primos de cual-
quier niimero natural es unlca, cada sumando - aparece una tnica vez. Por ejemplo
como 20 = 2°x 5, el término 2— se obtiene ellglendo 7 en el primer paréntesis, % en
el segundo y 1 en todos los demds. De este modo puede observarse que ambos lados de
la igualdad coinciden para cualquier valor de s.
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