EN TORNO AL INFINITO MATEMATICO

Yesor hace mas de 2.000 afos, 10s rr'la'temé.ticos se afanan por
\,_l reducir, someter y ep@ender al infinito, sin haber consegui-

=43 do otra cosa que edificar hermosas teorias llenas de agude-
za, pero cuyos resultados, muchos de ellos contradictorios, han da-
do lugar a lo que se conoce con el nombre de «Antinomios Canto-
rianos», dificiles de superar y que aun hoy dia siguen abiertos a dis-
cusion.

Muchos han sido los que se han referido a él en sus escritos, pero
fué Jorge Cantor, matematico alemén de mediados del siglo pasado,
el que emprendi6 la tarea de introducir en las Matematicas el Infini-
to Actual, es decir, una cantidad que no solamente fuera susceptible
de alcanzar cualquier limite, sino que se la consideraba como si los
hubiera pasado.

Cantor consiguié ademas comparar diversos grados de infinitud,
«creando» toda una jerarquia de nameros infinitos a los que deno-
min6 «Ordinales Transfinitos>.

Hasta entonces, el infinito habia sido una cantidad capaz de al-
canzar cualquier limite, si, pero de quien no se podia decir que los
hubiera dejado atrés.

Este misticismo ha dado lugar a una divergencia de opinién en-
tre los matemadticos y como consecuencia la separacién en dos gru-
pos. Uno, el grupo intuicionista, acaudillado por Breuwer, genial
matematico holandés, y el. otro formado por los idealistas seguido-
res de Captor. Para l’o_s primeros el 'infinito actual, es decir, el infi-
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como es, finito por naturaleza, el infinito no puede tener otro sentido
que la posibilidad de crear tantos objetos como se quieran. No hay,
pues. Infinito Actual y cuando se habla de un conjunto infinito nos
referimos simplemente a un conjunto al cual se le puede agregar
incesantemente nuevos elementos.

Los idealistas, no admitiendo esta argumentacién, dicen a su vez,
que un hombre por muy locuaz que fuera no alcanzaria en su vida a
pronunciar mas de seiscientos millones de palabras; pero dya por
eso vamos a eliminar de la ciencia aquellos objetos que necesiten
para su definicion una palabra mas de los seiscientos millones? Y si
no los excluimos, ¢por qué excluir aquellos otros que no puedan ser
enunciados sino por infinitas palabras, ya que tanto unos como
otros estan fuera del alcance de la Humanidad?

Esta manera de ver las cosas no conmueve a los Breuwerianos,
que replican a su vez, que por muy hablador que un hombre sea la
Humanidad lo serd atn mas y como no sabemos lo que ésta podréd
durar, no se puede limitar «a priori» el campo de sus investiga-
ciones.

¢Qué quieren expresar al negar todo sentido a teoremas que no
puedan ser verificados? Pongamos un ejemplo: <Existe el mismo nii-
mero de puntos en un segmento que en el espacio entero:-. No, nie-
gan los intuicionistas, porque aunque generacion tras generacion
emprendieran la tarea de comprobarlo no le podrian verificar y co-
mo esto solo puede realizarse con nameros finitos, inferimos que to-
do teorema acerca de los.nimeros infinitos, en especial a los «ordi-
nales y cardinales transfinitos», no puede ser mas que una manera
abreviada de enunciar proposiciones respecto de los nameros fini-
tos, de otro modo, concluyen que el teorema carece de sentido o es
falso.

Pero los idealistas contestan a esto, diciendo que las demostra-
ciones se las puede considerar como existentes en una inmensa na-
ve, pero que nosotros no somos dados de poder distinguir aquéllas
con las que un objeto quedaria perfectamente determinado.

Los intuicionistas, pues, definen los conjuntos por «extension»,
es decir, que un conjunto se construye por la adicién sucesiva de
miembros, combinando éstos en un cierto sentido aparecen nuevos
miembros, por la adjuncién de estos nuevos, otros mas nuevos
atin, y asi <ad infinitum-, si no hay motivo para detenerse.

Por el contrario, los cantorianos definen los conjuntos por <com-
prension», ya que resulta imposible hacerlo por «extensién» o lo que
es lo mismo, parten de una coleccién ya preexistente.

P ro dejemos las diferencias habidas y por haber entre estas dos
escuelas y pasemos a considerar mas de cerca los extraordinarios
resultados a que conduce la teoria del infinito.

Antes de entrar de lleno en ella aclararemos lo que se entiende
por una correspondencia «biunivoca». La designacién «uno-uno-
parece preferible, pero adoptaremos la otra pur ser usual en cas-

tellano.

Se dice que existe una correspondencia de tal clase entre dos con-
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juntos A y B, cuando a cada elemento «ag d]er5 -\tileenzot‘lrrfsgg?rcii uonr?—
y s6lo uno «b» de B ygadAa elemento «b» de pon-
i «a» de . :

dle‘;\tg]zrzggsu::n :n ejemplo: Imaginemos un teatro con un cierto
namero de asientos, el namero es lo de menos. Si .el d}]CI’lO qllnslera
saber poco mas 0 menos cuanta gente hay, no qece51talra gontar gs. ya
que si ve que no sobra ningan asiento, pensara que el numero de es-
pectadores seré igual al de butacas. Dicho de otro modo, eix1ste una
correspondencia biunivoca entre el conjunto formado por ods asien-
tos y el formado por los espectafiores. Si hubiera evspgcta ores dg.
pie, concluiria que habia més de éstos que butacas y finalmente si
veia asientos vacios admitiria que el namero de esgeptadores era me-
nor que el de asientos. En consecuencia, la Matgmatlca del Infinito,
substituye el proceso de contar por la coordinacién de conjuntos. Pe-
ro es claro que no podremos demostrar, como en el caso de los con-
juntos finitos, la correspondencia que existe entre <todos- 1’os'e]emen—
tos de un conjunto con los del otro, incluyendo hasta el altimo ele-
mento, ya que, no hay altimo elemento en ninguno de ellos. Por otra
parte no resulta dificil para nuestra inteligencia superar esta difi-
cultad. :

Escribamos la serie natural de los nameros v la de sus cuadrados
en forma que se correspondan:

TR an 17y S 4
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(Los puntos suspensivos indican que continua indefinidamente,
es decir, sin fin).

No erramos al decir que a cada nimero N del primer conjunto,
le corresponde otro N2 en el segundo que serd su cuadrado; asi co-~
mo a cada N2 del segundo, tiene su correspondiente N en el primero.

Creo que es el momento de introducir la nocién de conjunto in-
finito. A nosotros nos basta, sacrificando 1a rigurosidad, decir que
es aquél que no puede enumerarse en un periodo finite de tiempo.
Algunos habran pensado ya en el némero de hojas de todos los &ar-
boles. o en el de granos de arena, o en el de gotas de agua. Pues no,
ni sumados, ni multiplicados esos tres conjuntos llegarian a formar
uno infinito. (Dénde encontrar, pues, uno que lo sea? Desde luego
que no en nuestro mundo de experiencias fisicas, éPero qué hay de la
coleccion tan familiar para nosotros de los ntimeros naturales? Este
€s un conjunto que llena todos los requisitos, Jpues no es cierto
que si nos pusiéramos a contar transmitiéndolo a nuestros hijos
Yy a los hijos de nuestros hijos, etc., ni nosotros, ni ninguno de
nuestros descendientes agotaria los que quedaran? 'Cantor demos-

1 | gnaremos por A1. Pero la
€0sa no acaba aqui, pues el mismo Cantor demostré que el conjunto

;ioesl?:]numeros pares tiene también el namero transfinito A1, y el de
pares (podriamos Seguir entresacando niimeros) y el de todos

—
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los nameros racionales. Seguro que alguien debe estar pensando ya
que algo raro ocurre aqui. ¢De manera que existe una corresponden-
cia biunivoca entre el conjunto de los niimeros naturales y una parte
del mismo? [Pero es tanto como decic que el todo es igual a una de
sus partes! JY no sabemos de buena tinta, porque asi nos lo ense-
fiaron los maestros de la nifiez. que el todo era igual a la suma ‘de
sus partes y por consiguiente mayor que cualquiera de ellas? jAh!
Pero es que, sin duda, olvidamos que tratamos con conjuntos infini-
tos, y este principio no es valido sino para los finitos.

Volvamos otra vez a nuestra sala de espectaculos, en la que por
cierto se ha hecho una importante modificacion: el namero de buta-

‘cas es ya infinito. La empresa pone a la venta sus localidades. pero

con una salvedad, a saber, que sélo se venden las localidades pares.
Si una vez comenzada la funcién el duefio pudiera abarcar con una
mirada toda la sala, se llevaria maytscula sorpresa al comprobar
que estaba «llena»: ni un solo asiento sin ocupar.

Coémo engendrar nimeros mayores que A1? Mejor dicho. Existen
nimeros mayores que A1? Pensemos en el coujunto formado por
los nameros «Reales» (conjunto que no sé6lo incluye a los raciona-
les, sino también a los irracionales). Cantor demostré asimismo que

el campo de los niimeros reales tiene un namero transfinito mayor
‘que Al. La demostracién, en esencia, es como sigue:

Supongamos que se ha establecido una correspondencia biunivo-
ca entre los nameros naturales y los reales comprendidos entre <ce-
IG> y <uno- 'y probemos que existe un niimero, también comprendi-
do entre <cero» y <uno-, que no puede estar incluido en la corres-
pondencia arriba indicada. :

Nameros naturales

Niumeros reales
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Con B!, B2, B3..., designamos las cifras sucesivas del pri‘n)]er na-
mero real expresado en su forma decimal ilimitada. Por G C2:C3 58
las del segundo namero, y asi sucesivamente. Recuérdese que en
el cuadro de la derecha hemos supuesto que aparecen todos los na-
meros reales comprendidos entre <cero> y «<uno-. .Pero COl’lStI‘lT]ya—
mos un namero al que llamaremos 0, N1, N2, Nﬂ,‘ N4, Nb, Neé..,
del siguiente modo. A lo largo de la dia'gonal de la figura tomemos

- para N1 una cifra diferente a Bl; N2 dlferent? a C2; N3 diferente a
D3 y asi sucesivamente. Evidentemente este namero no se encontra-
rd en el cuadro, ya que difiere del primero en la primera cifra, del
segundo en la segunda, del tercero en la tercera, y en general diferi-
ra del n-ésimo ntiimero en la n-ésima cifra. De aqui se sigue que la
suposicion de haber establecido una correspondencia biunivoca en-
tre los numeros naturales y los reales, es falsa y por lo tanto el na-
mero transfinito que representa este segundo conjunto es mayor que
el del primero. Cantor le asigné el simbolo «C» y se le considera co-
mo el namero del <«Continuo-.

Podriamos sentir la tentacién de identificarlo con A2, segundo
ordinal transfinito. Quizéas sea cierto, pero hasta el momento nadie
lo ha demostrado. Dicho de otro modo, «puede» que exista un nu-
mero mayor que Al y menor que «C»; pero esta cuestion esta atn
sin resolver.

Cabria seguir construyendo ntimeros aun mayores que «C», pero
no quiero cansar al lector con nuevas demostraciones que podrian
crear cierto confusionismo en esta Matematica tan abstracta como
asombrosa.

Para terminar vamos a exponer cuatro Paradojas, la altima de
las cuales, es independiente del concepto del infinito, pero que entra
dentro del campo de la Légica Matematica.

La primera, citada por Bertrand Russell en algunas de sus obras:
dice asi. «Cual es el menor niumero natural que no puede ser defini-
do por una frase de menos de cien palabras»?

Este‘m’nmero existe, ya que con cien palabras no se puede sino
construir un namero finito de frases, a menos que se piense que el
numero de palabras del diccionario es infinito. Entce estas frases,
hgbra:x seguramente algunas carentes de sentido, o que no definan
ningan namero. Otras por el contrario, definiran alguno. Enton-
ces el _m’xmero de los naturales susceptibles de ser definid.os sera
pues limitado; de modo que habra nameros que no pued erlo y
entre ellos tendra que haber uno que se e iy B

% ; td el menor de todos.

" €ro por otrz.l pgrte este namero no existe, pues su existencia im-
plicaria contradxgcxén, al quedar definido por la frase entre comillas
de diez y nueve silabas. .

La segunda, citada tambié
; n por Russel en s i : 7
<e con el nombre de «Tristram Shandy. 6L ey

el Tis » €SCritor que tard6é un ano
tt:nbescrlblr los acontecimientos de sy primer dia (;le vidi; ose lamen~
a ?de que a ese paso no podri i nunca su bi e fia. Sin
embargo, se sostiene que si hub e
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l€ra vivido eternamente no hubiera
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quedado ninguna parte de su vida sin escribir. Pongdmoslo en forma
esquemética: t

(1) «Tristram Shandy» escribe en un afo los acontecimientos.
de un dia. L :

(2) La serie de dias y anos no tiene altimo término.

(3) Los acontecimientos del n-ésimo dia los escribe en el n-ési-
mo ano.

(4) Cualquier dia dado es el n-ésimo, para un valor apropiado
de «n».

(5) Por lo tanto se escribira sobre cunalquier dia sefialado.

(6) Existe, pues, una relacio. biunivoca entre los tiempos de los.
sucesos y los tiempos en que se escriben, y como el todo y la parte
tienen el mismo namero de términos, no quedarad sin escribir nin-
guna parte de su biografia.

La tercera se debe a Zen6n de Elea y dice asi: <El movimiento es
imposible . La conclusidn es harto sorprendente, pero el argumento
es bastante convincente como vamos a ver.

Para ir de un punto a otro, hemos de recorrer primero la mitad
de la distancia que los separa, después la mitad de la que queda,.
mas tarde la mitad de la que entonces queda y asi sucesivamente.
El <asi sucesivamente», implica que hay que repetir el proceso un
ntmero infinito de veces, y por muy pequeilo que sea el espacio a
recorrer exigira un periodo finito de tiempo Y, como decia el elea-
ta, la suma de un namero infinito de intervalos finitos de tiempo, es
infinita. En consecuencia, nunca podremoOs ir de un punto a otro
por muy cerca que éstos estén.

La cuarta y dltima, como dije, es de naturaleza diferente, pero
bastante sugestiva. Con un poco de atencién no resulta dificil de
entender.

Cada adjetivo tiene un significado. Unos se pueden aplicar al
mismo y otros no. Por ejemplo: <corta: es una palabra corta, pero
<larga> no es una palabra larga; «polisilaba» es una palabra polisi-
laba, pero «<monosilaba> no es una palabra monosilaba. Podemos,
segtin este criterio, dividir los adjetivos en dos grupos: los que se
califican a si mismos y los que no se califican. A los primeros los
llamaremos «Autolégicos: y a los segundos «Heterologicos:. :

Pero consideremos la palabra «heterolégico». Esta palabra es un
adjetivo que s6lo podré ser o «autolégico» o «heterolégico». Si <he-
terolégico - es autolégico, la afirmacion de que <heterolégico es au-
tolégico:. dice que puesto que <heterolégico» es autolégico, y no
heterolégico, no se aplica a si mismo. Y sino se aplica a si mismo ha
de ser heterolégico, segtn la definicion que hemos dado de esta pala-
bra. Por otro lado si <heterclégico>, es heterolégico la misma afir-
macién de que «heterolégico» es heterol6gico indica que se aplica a si
mismo. Y si se aplica a si mismo ha de ser autolégico, segtn la signi-
ficacion que hemos dado a esta palabra. La situacion resulta bastan-
te embarazosa, pues como dijirnos un adjetivo s6lo puede ser o

<autolégico» o <hetecolégico>, pero no ambos a la vez. Y no obstante
acabamos de ver que si «heterolégico» es autolégico, no es autolégi-







